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Notation
I = identitetsoperatorn, I f(n) = f(n)
E = framatskiftoperatorn, Ef(n) = f(n+1)
A = E — I = framatdifferensoperatorn, Af(n) = f(n+1) — f(n)
Potenser av F bildas genom sammanséttning
E*f(n) = f(n+k)

For fallet k£ = 0 satter vi
E°=1

Genom att bilda polynom i E far vi differensoperatorer. Lat p(\) vara ett
polynom i en variabel

p(A) = an AN +an AV 4 e N+ ao
Da har vi differensoperatorn
p(E) = anEN +an 1 EN TV 4+ 4+ @ E+apl
vars verkan pa en funktion f(n) beskrivs av
p(EYf(n) =anENf(n) + an_1EN71f(n) + ...+ e Ef(n) + agl f(n) =

=anfn+ N)+any_1f(n+N-=1)+...4ar1f(n+1)+aof(n)

Om alla a; ar oberoende av n sags differensoperatorn ha konstanta koefficienter.

Linearitet
Differensoperatorn p(E) &r linjér, dvs

p(E)(aui(n) + Buz(n)) = ap(E)ui(n) + Bp(E)uz(n)

vilket foljer direkt av att E och dess potenser har denna egenskap.



Problemformulering

Vi vill 16sa den linjara differensekvationen

p(E)u(n) = f(n)
dar
p ar ett polynom i en variabel med konstanta koefficienter och p(0) # 0,
f ar en kand funktion och
u ar sokt.

Begynnelsevillkor bortses till att borja med ifran.

Anmarkning

Kravet p(0) # 0 innebér ingen inskréankning eftersom det alltid kan uppfyllas
genom att skifta differensekvationen som i féljande exempel. For att forenkla
framstéllningen antas ocksa att hogstagradskoefficienten dr 1. Det kan alltid
ordnas genom att skala om ekvationen men ar inte viktigt for teorin.

Exempel

Den linjara rekursionen

u(n) =bu(n —1) —8u(n —2) +4u(n —3) +n
kan skrivas om pa formen ovan

u(n) —du(n —1) +8u(n —2) —4du(n —3) =n

/n— n+3/
u(n+3) —bu(n+2)+8u(n+1) —4u(n) =n+3
E3u(n) — 5E%u(n) + 8Eu(n) — 4Iu(n) =n + 3
(B3 —5E* + 8E —4)u(n) =n +3

Genom att skifta n sa att den dldsta termen heter u(n) uppfylls kravet p(0) # 0

samtidigt som differensoperatorn blir ett polynom i E.
Ovanstaende differensekvation kommer att studeras i samtliga exempel framover.

Homogena och partikulara losningar

Om f(n) = 0 kallas differensekvationen homogen och annars inhomogen. En
16sning u(n) till p(E)u(n) = 0 kallas homogen (dven om f(n) # 0) och en
16sning u(n) till p(E)u(n) = f(n) kallas partikuldr. Speciellt giller att om vi
kénner en partikuldrlosning w(n) = u,(n) sa kan samtliga 16sningar skrivas pa
formen
w(n) = un(n) + uy(n)

dar up(n) uppfyller

p(E)un(n) = p(E)(u(n) — up(n)) = p(E)u(n) — p(E)up(n) = f(n) - f(n) =0

Saledes kan vi bilda den allménna l6sningen om vi kénner en partikularlésning
och samtliga homogena losningar.



Exempel

En vanlig typ av homogen 16sning ar uy(n) = A", for nagot A. Genom att
ansitta den i differensekvationen fran forsta exemplet far vi

(B3 —B5E? 4+ 8E —4I)A™ = A" ™3 —5A" P2 1 8A" T 4\" = (A3 =502 -8\ —4)\"

Detta uttryck ska vara noll for alla n. Saledes maste A uppfylla den sa kallade
karakteristiska ekvationen

A —B5N2 48\ —4=0

Karakteristiska ekvationen

Losningarna till differensekvationen p(E)u(n) = f(n) priglas i hég grad av
rotterna till den karakteristiska ekvationen

p(A) =0

Givet de komplexa rétterna A; (distinkta) med multiplicitet m; kan det karak-
teristiska polynomet p faktoriseras fullstdndigt pa formen

) =TT - )™

i

och saledes kan ocksa differensoperatorn faktoriseras

p(E) = [[(E-xD)™

i

Villkoret p(0) # 0 ger att alla A; # 0.

Exempel
Vi har det karakteristiska polynomet

pA) =N —B5A2 48 —4=(A—-1)(A—2)2
och differensoperatorn kan faktoriseras som

p(E) = E* —5E® + 8E — 4l = (E — I)(E — 2I)?

Forskjutningsregeln
Substitutionen u(n) = A"v(n) ger
Efu(n) = u(n + k) = A" o(n + k) = A"A*EFu(n) = A" (AE) v(n)

Genom linjarkombinationer foljer



Sista likheten utgor forskjutningsregeln och talar om vad som hénder med dif-
ferensoperatorn p(F) nér en faktor A" ”skjuts igenom” den.
Kombinerat med faktoriseringen av p(E) erhalls (A # 0)

p(E)(\"0(n)) = A" (H (\E — AJ)"“)v(n) — AN (H (E— jf))u(n)

% 7

dar N = grad p.

Konvention

For att slippa undan specialfall framover sdger vi att ett polynom ar av grad
—1 om och endast om det ar identiskt noll.

Observation

Lat f(n) vara ett polynom av grad hogst k och 0 # X # 1. Da ar
1. > f(n)dn ett polynom av grad hogst k + 1 och
2. 3 f(n)N"6n = f(n)\" + C, dér grad f ar hogst k och C' en konstant.

Det senare resultatet foljer efter (hogst) k partiella summationer.

Sats

Den allménna 16sningen till den homogena differensekvationen
p(E)u(n) =0

dér differensoperatorn p(E) har egenskaper och faktorisering enligt ovan, kan
skrivas pa formen

u(n) = > pi(m)A?

dar p;(n) ar godtyckliga polynom av grad hogst m; — 1.

Bevis

Induktion pa grad p. Pastaendet ar trivialt sant for grad p = 0. Antag att
det ar sant for grad p = N — 1. Da grad p = N har vi efter substitutionen
u(n) = Atv(n) att

0 =p(E)u(n) = p(E)(A{v(n)) = ATp(A E)v(n) =

=3 ([ = 0™ Jotm) =
A1

=\ ([T (8 - 20 t=1) (B~ S Do) =

; 1 1
%



= AN (H (E - %I)mi—[iﬂ]) Av(n)

; 1
i

Med substitutionen
w(n) = Av(n)

har vi att

(T & - 0= um) =0

; 1
i

varfor enligt induktionsantagandet

i i>1
dér grad p; <m; —1—[i =1].

Summation ger enligt observationen ovan (notera att 0 # i‘—i #1forallai>1)

v(n) =pi(n)+ sz(n)(i_gn = Zp’(n)(i_Dn

dar grad p; < m; — 1.
Atersubstitution ger slutligen

u(n) = Afo(n) =Y pi(n)A7

%

Q.E.D.

Exempel

Vi har tidigare sett att den karakteristiska ekvationen har rétterna 1 och 2
(dubbel). Om vi bérjar med roten 1 behéver vi inte substituera utan har direkt

(E—I)(E —20)*u(n) =0

(E —2I)?*(Au(n)) =0

For att folja stegen i beviset ska nu Au(n) substitueras mot w(n) och differ-
ensekvationen (E — 2I)%w(n) = 0 forst 16sas. Vid praktiskt riknande dr det
dock smidigare att gora tvartom och faktorisera ut A till vanster istéllet.

A((E —2I)?u(n)) =0
(E—20)%u(n) =Y 06n=A
Nu ger substitutionen u(n) = 2"v(n) att

(E —20)%(2"v(n)) = 2"(2E — 2I)*v(n) = 4-2"A%v(n) = A



o= £33 -0 0

A1\ N
v(n) = Z (—5 (5) + B)én = A<§> +Bn+C
Atersubstitution ger slutligen de homogena lésningarna
u(n) =2"v(n) = A+ (Bn+ C)2"

vilka vi med hjélp av satsen hade kunnat skriva upp direkt.

Partikularlosningar

Metoden i beviset och i exemplet ovan, namligen att upprepat faktorisera loss
differensoperatorer och summera, ar anvindbart dven i det inhomogena fallet.
Enda skillnaden &r att man far halla reda pa (och summera ett flertal ganger)
en extra term i hogerledet. Tyvéarr blir detta i praktiken mycket arbetsamt.
Genom att studera det principiella uppforandet kan i alla fall féljande enkla
ansatsregler ges:

1. Om f(n) = q(n)¢™ déar ¢ ar ett polynom och ¢ ej &r en rot till den
karakteristiska ekvationen, ansétt

up(n) = g(n)e"
dér G(n) &r ett polynom av samma grad som ¢(n).

2. Om f(n) = g(n)¢™ dar ¢ &r ett polynom och ¢ &r en rot till den karakter-
istiska ekvationen med multiplicitet m, ansatt

up(n) =n"q(n)o"
déar ¢(n) ar ett polynom av samma grad som ¢(n).

3. Superposition. Om f(n) = g(n) + h(n), up, ar en 1osning till p(E)u(n) =
g(n) och wupy, dr en 16sning till p(E)u(n) = h(n) sa ar

up(n) = upg(n) + upn(n)
en 16sning till p(E)u(n) = f(n) eftersom differensoperatorn &r linjar

P(E)(upg(n) + upn (1)) = p(E)upg(n) + p(E)upn(n) = g(n) + h(n) = f(n)

Exempel
Vi gor om foregaende rikning med hogerledet inkluderat
A((E —20)%u(n)) =n+3

n? + 5n
2

(B —2I)%*u(n) = Z (n+3)on = + A

/ u(n) =2"v(n) /



n? + 5n
2

o= (21 A By

s = X (A (A= (5 ) (1)
v(n):Z((—”QZm_AQ)(Q) B )5n—<n2;9n+A)(%)n+Bn+O

u(n) = 2(n) = o

Vi har har direkt fatt den allménna l6sningen. Godtyckliga val av A, B och C
ger partikularlosningar, till exempel A = B = C = 0 ger

4-2"A%y(n) = + Ax

+ A+ (Bn+C)2"

vilken med betydligt mindre arbete hade kunnat fas fram fran ansatsen
up(n) = n(An + B)

enligt regel 2 ovan.

Begynnelsevillkor

Losningen till differensekvationen

blir unikt bestdmd om den kompletteras med begynnelsevillkor, till exempel pa
formen
u(i) =u;, 0<i<gradp

Att 16sningen blir unik foljer av att vi far en rekursion med véldefinierat basfall.

Losningsmetodik
Losningsforfarandet blir med fordel:
1. Finn en partikulérlosning u,(n).

2. Finn samtliga homogena losningar, dvs faktorisera karakteristiska poly-
nomet och skriv upp losningarna enligt satsen:

n) = Zpi(n))\

3. Séatt in begynnelsevillkoren i den allménna 16sningen

u(n) = un(n) +up(n)

och bestdm dérigenom de okénda koefficienterna i polynomen p;.



Ovningsuppgifter
1. Finn en sluten form fér Fibonaccitalen, vilka definieras rekursivt av

Up = Up—1 + Up—2, N =2
u0:0,u1 =1

Verifiera resultatet med hjalp av induktion.

2. Finn den allminna 16sningen till
Unta — (24 a)upq1 + 2au, = (=1)"
for varje véarde pa parametern a.

3. Los differensekvationerna
(a)

Upto — SUpt+1 +2u, =0, n>0
ug = ].,Ul =2

(b)
Unt2 — BUpt1 + 2up, = (—=1)", n>0
Upg = 1,u1 =2

4. Lo6s rekursionen
Upt3 —Up, =0, N >0
ug = a,u; = b,us = ¢
(a) genom inspektion
(b) med de metoder som har presenterats ovan.

5. Utred de exakta sambanden mellan gradtalen for polynomen i observatio-
nen pa sidan 4.
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